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ΜΑΘΗΜΑ  26                               
2.4       ΡΥΘΜΟΣ  ΜΕΤΑΒΟΛΗΣ             
              Θεωρία – Μέθοδος  
              Ασκήσεις                                               

 
ΘΕΩΡΙΑ 

1. 
Ορισµός. 
Έστω συνάρτηση   y = f(x)   παραγωγίσιµη στο  ox .  

Ρυθµός µεταβολής του  y  ως προς  x  στο σηµείο ox  λέγεται η παράγωγος 

f ′ ( ox )  και  

Ρυθµός µεταβολής του  y  ως προς  x   λέγεται η παράγωγος  f ′ (x) . 
 
 
2. 
Ορισµός. 
Έστω   S = S(t)  η συνάρτηση που εκφράζει τη θέση κινητού σε άξονα ως προς το 
χρόνο  t. 
Στιγµιαία ταχύτητα  υ( 0t )  κατά τη χρονική στιγµή 0t  λέγεται  ο  ρυθµός 

µεταβολής   Ś ( ot ).   ∆ηλαδή   υ( ot ) = Ś ( ot ). 
Γενικότερα,  ταχύτητα  είναι η παράγωγος του διαστήµατος ως προς το χρόνο, 
δηλαδή   υ(t) = Ś (t)   
 
 
3. 
Ορισµός. 
Έστω  υ = υ(t)  η συνάρτηση που εκφράζει την ταχύτητα κινητού σε άξονα ως προς 
το χρόνο  t. 
Στιγµιαία επιτάχυνση  α( ot )  κατά τη χρονική στιγµή ot  λέγεται  ο  ρυθµός 

µεταβολής  υ΄( ot ).   ∆ηλαδή   α( ot ) = ′′′′υυυυ ( ot ) = Ś ΄( ot ). 
Γενικότερα ,  επιτάχυνση  είναι η παράγωγος της ταχύτητας ως προς το χρόνο,  ή  η 
δεύτερη παράγωγος του διαστήµατος ως προς το χρόνο.   
∆ηλαδή   α(t) = ′′′′υυυυ  (t) = Ś ΄(t) 
 
 
4. 
Ορισµός. 
Έστω  Κ = Κ(x)  η συνάρτηση που εκφράζει το κόστος παραγωγής  Κ  συναρτήσει 
της ποσότητας  x  του παραγόµενου προϊόντος. 
Οριακό κόστος στο  ox   λέγεται  ο ρυθµός µεταβολής   ′′′′ΚΚΚΚ (((( ))))ox    

 Γενικότερα ,  οριακό κόστος  είναι η παράγωγος του κόστους . 
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5. 
Ορισµός. 
Έστω  Ε = Ε(x)  η συνάρτηση που εκφράζει την είσπραξη  Ε  συναρτήσει της 
ποσότητας  x  του παραγόµενου προϊόντος . 
Οριακή είσπραξη στο  ox  λέγεται  ο ρυθµός µεταβολής   E′′′′ (((( ))))ox    

Γενικότερα,  οριακή είσπραξη  είναι η παράγωγος της είσπραξης . 
 
 
6. 
Ορισµός. 
Έστω  Ρ = Ρ(x)  η συνάρτηση που εκφράζει το κέρδος  Ρ  συναρτήσει της ποσότητας  
x  του παραγόµενου προϊόντος . 
Oριακό κέρδος στο  ox   λέγεται  o ρυθµός µεταβολής     P′′′′ (((( ))))ox  

Γενικότερα,  οριακό κέρδος είναι η παράγωγος του κέρδους . 
 

 
 
ΜΕΘΟ∆ΟΣ 
Σε κάθε πρόβληµα  ρυθµού µεταβολής  ακολουθούµε µε ακρίβεια τις παρακάτω 
ενέργειες 
1..    ∆ιακρίνουµε  το  πρωτοµεταβαλλόµενο  στοιχείο , δηλαδή την ανεξάρτητη 
        µεταβλητή που συνήθως είναι ο χρόνος  t. 
 
2.    Εκφράζουµε µε συνάρτηση το  δευτεροµεταβαλλόµενο  στοιχείο του   
       προβλήµατος,  το τρίτο .  .   .   κ.λ.π 
 
3.    Περνάµε τις υποθέσεις και το ζητούµενο στις συναρτήσεις του  (2) 
 
4.    Βρίσκουµε τις σχέσεις που συσχετίζουν τα µεταβαλλόµενα στοιχεία. 
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ΑΣΚΗΣΕΙΣ 

1. 
Η ολική επιφάνεια ενός κύβου αυξάνεται µε ρυθµό  2 c 2m /sec.  Τη στιγµή κατά την 
οποία η ακµή του κύβου είναι  1,8 m , να βρείτε το ρυθµό µεταβολής του όγκου του 
κύβου 

Προτεινόµενη λύση 

1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        Έστω  ot  η  στιγµή κατά την οποία η ακµή του κύβου είναι  180 cm. 

2.     Έστω    α = α(t)     η συνάρτηση που εκφράζει την ακµή. 
                     Ε = Ε(t)     η συνάρτηση που εκφράζει την  επιφάνεια. 
                     V = V(t)    η συνάρτηση που εκφράζει  τον όγκο 

3.     ∆ίνεται   Ε΄(t) = 2   και   α( ot ) = 1,8 m = 180 cm 

        Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό  µεταβολής    V΄( ot )   

4.     Είναι    Ε = 6 2α    ⇒      2α = 1
6
Ε           ⇒      α  =  1

6

1
2Ε  

                     V = 3α     ⇒       V = 
31

21
6

 
Ε 

 
  ⇒       V = 1

6 6

3
2Ε  

        Άρα      V(t) = 1

6 6

3
2Ε (t)     ⇒      V΄(t) = 1

6 6
(

3
2Ε (t))΄ 

                                                                 V́(t) = 1

6 6
 3
2

 
1
2Ε (t) Ε΄(t) 

                                                                 V́( ot ) = 1

4 6
 

1
2Ε ( ot )⋅2     

Αλλά    Ε( ot ) =  6 2α ( ot ) = 6⋅ 2180 ,    οπότε       V́ ( ot ) = 1

2 6
 6 ⋅180 

                                                                                V́( ot ) = 90 3m /sec 
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2. 
Σε ορθοκανονικό σύστηµα αξόνων   (Οxy)  δίνεται το σηµείο  Β(0 , 10) . 
Σηµείο  Μ  κινείται στο θετικό ηµιάξονα  Οx  µε ταχύτητα  3 µονάδες µήκους/sec .  

 i)     Να βρείτε το ρυθµό µεταβολής της γωνίας  �OBM   ως προς το χρόνο  t , τη  
       στιγµή κατά την οποία το  Μ  έχει συντεταγµένες  (20 , 0).   
ii)     Ποιος είναι ο ρυθµός µεταβολής  της περιµέτρου του τριγώνου  ΟΜΒ , ως προς  
        το χρόνο  t , όταν το  Μ  έχει συντεταγµένες  (10 , 0); 

Προτεινόµενη λύση 

i) 
1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        Έστω  ot  η  στιγµή κατά την οποία το   

        Μ  έχει  συντεταγµένες  (20,  0).   

 2.     x = x(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  
        την τετµηµένη του  Μ  
        θ = θ(t)   η συνάρτηση που εκφράζει 

        τη γωνία  �OBM   

3.     ∆ίνεται   x΄(t) = 3   και   x( ot ) = 20 

        Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό  µεταβολής   θ΄( ot ) 

4.     Είναι   εφθ = ( )
( )
ΟΜ
ΟΒ

 = x
10

    ⇒     εφ θ(t) = 1
10

 x(t)   

                                                               (εφ θ(t) )΄ = ( 1
10

 x(t))΄ 

                                                               2
1

(t)συν θ
 θ΄(t) = 1

10
 x΄(t) 

                                                               2
0

1
(t )συν θ

 θ΄( ot ) = 1
10

 x΄( ot ) 

                                                               2
0

1
(t )συν θ

 θ΄( ot ) = 1
10

⋅3     (1) 

 

Όταν      x( ot ) = 20   τότε    (ΒΜ) = 2 210 20+ = 500 = 10 5  

                                  άρα   συν θ( ot ) =  ( B)
( M)
Ο
Β

 = 10
10 5

 =  1
5

     

(1)    ⇒        5 θ΄( ot ) = 3
10

      ⇒      θ΄( ot ) = 3
50

  rad/sec 

 
ii) 
1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
       1t  η  στιγµή κατά την οποία το  Μ  έχει συντεταγµένες  (10,  0).   

2.     x = x(t)    η συνάρτηση που εκφράζει την τετµηµένη του  Μ  
        ω = ω(t)   το µήκος της υποτείνουσας  ΒΜ 
        Π = Π(t)  η συνάρτηση που εκφράζει το την περιµέτρου του  τρ,  ΟΜΒ 

3.     ∆ίνεται   x΄(t) = 3   και   x( 1t ) = 10 

        Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό  µεταβολής   Π΄( 1t ) 
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4.     Είναι     (ΒΜ 2) = (ΟΒ
2)  + (ΟΜ

2)    ⇒       

                     [ω(t) 2] = 210 + [x(t) 2]     

              ([ω(t) 2] )΄ = ( 210 + [x(t) 2] )΄ 

                     2 ω(t) ω΄(t) = 2 x(t) x́ (t) 

                     ω( 1t ) ω΄( 1t ) = x( 1t ) x΄( 1t ) 

                     ω( 1t ) ω΄( 1t ) = 10⋅3          (2) 

        Όταν      x( 1t ) = 10   τότε    (ΒΜ) = 10 2    δηλαδή   ω( 1t ) =  10 2     

        (2)    ⇒     10 2  ω΄( 1t )  = 30     ⇒      ω΄( 1t )  = 3
2

 

        Είναι   Π(t) =  (ΟΒ) + x(t) + ω(t)    ⇒     Π΄(t) =  0 + x́(t) + ω΄(t) 
 
                                                                         Π΄( 1t ) = x΄( 1t ) + ω΄( 1t ) 

                                                                         Π΄( 1t ) = 3 + 3
2

  µονάδες µήκους/sec 
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3. 
Σηµείο  Μ  κινείται στη γραφική παράσταση της υπερβολής  3 2x – 2y = 12    
έτσι , ώστε η τεταγµένη του να αυξάνεται µε ρυθµό  6 µονάδες µήκους/sec. 
Βρείτε το ρυθµό µεταβολής της τετµηµένης  x  του  Μ,  όταν  το  Μ  έχει  
τετµηµένη  4. 

Προτεινόµενη λύση 

i) 
1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        ot  η  στιγµή κατά την οποία το  Μ  έχει τετµηµένη  4. 

2.     x = x(t)    η συνάρτηση που εκφράζει την τετµηµένη του  Μ  
        y = y(t)    η συνάρτηση που εκφράζει την τεταγµένη του  Μ  

3.     ∆ίνεται   ý (t) = 6   και   x( ot ) = 4 

        Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό  µεταβολής   x́ ( ot ) 

4.    Είναι     3[x(t) 2]  – [y(t) 2]  = 12      ⇒      (3[x(t) 2]  – [y(t) 2] )΄ = 0 

                                                                        3⋅2 x(t) x́ (t) – 2 y(t) ý(t) = 0 

                                                                        3 x(t) x́(t) = y(t) ý (t)  

                                                                        3⋅ 4  x́ ( ot ) = y( ot )⋅6 

                                                                        2 x́( ot ) = y( ot )        (1) 

 Όταν   x( ot ) = 4 ,   από  την    3[x( ot ) 2] – [y( ot ) 2]  = 12    παίρνουµε   

                                                 3⋅ 24 – [y( ot ) 2]  = 12    

                                                 [y( ot ) 2]  = 36 

                                                 y(ot ) = 6    ή     y( ot ) = – 6 

(1)   ⇒    2 x́ ( ot ) = ±  6    ⇒      x́ ( ot ) = ±  3 
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4. 
∆ίνεται η παραβολή   y = 2x .  Σηµείο  Α(α , 2α )  µε  α  > 0   κινείται πάνω στην 
παραβολή µε ρυθµό µεταβολής του  α    2 µονάδες µήκους/sec .  Άλλο σηµείο  Β  

κινείται πάνω στην παραβολή έτσι , ώστε  �AOB  = 90ο .  Να βρείτε το ρυθµό 
µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου  ΑΟΒ  τη στιγµή κατά την οποία  α= 3  
µονάδες µήκους . 

Προτεινόµενη λύση 

Κατ’ αρχήν θα βρούµε τις συντεταγµένες  
του  Β  και το  εµβαδόν   (ΑΟΒ)  συναρτήσει  
του  α. 

ΟΑλ = 
2α
α

 = α      

ΟΒ⊥ΟΑ    ⇔    ΟΒλ ΟΑλ = –1     ⇔    ΟΒλ = – 1
α

 

Ευθεία  ΟΒ :   y = –1
α

 x 

Σύστηµα  
2y x

1y x


=


=− α

    ⇔    

21 x x

1y x

− = α


=− α

          

                                             
1x 0   ή   x

1y x

 = − = α


=− α

         

                                             
x 0

y 0

 =

=

         ή        
2

1 x

1y

− = α


=
 α

        Άρα    Β ( )2
1 1,  −
α α

 

(ΟΑ) = ( )22 2α + α  = 2 4α +α  = α 21+α  

 

(ΟΒ) = ( ) ( )
22

2
1 1− +
α α

 =  2 4
1 1+
α α

 =  
2

4
1α +

α
 =  2

1
α

2 1α +  

 

(ΑΟΒ) = 1 ( )( )
2
ΟΑ ΟΒ  = 1

2
α 2 1α + 2

1
α

2 1α +  =  1
2

2 1α +
α

 =  1
2 ( )1α +

α
 

 
1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        ot  η  στιγµή κατά την οποία  α = 3 

2.     α = α(t)    η συνάρτηση που εκφράζει την τετµηµένη του  Α 
        Ε = Ε(t)   η συνάρτηση που εκφράζει το εµβαδόν  (ΑΟΒ) 

3.     ∆ίνεται   α΄(t) = 2   και   α( ot ) = 3 

        Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό  µεταβολής  Ε΄( ot ) 

4.     Είναι    Ε(t) =  1
2 ( )1(t)

(t)
α +

α
    ⇒       Ε΄(t) =  1

2 ( )1(t)
(t)

′
α +

α
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y

xΟ Β

Α

                                                                       Ε΄(t) =  1
2 2

(t)(t)
[ (t)]
′ α′α − α 

 

 

                                                                       Ε΄( ot ) =  1
2

o
2o

o

(t )
(t )

[ (t )]

′ α
′α − α 

 

                                                                       Ε΄( ot ) =  1
2 2

22
[3]

 − 
 

 

                                            Ε΄( ot ) =  1 – 1
9

 = 8
9

 τετραγωνικές µονάδες µήκους /sec 

 
 
5. 
Σηµείο  Α(x(t),  y(t))  κινείται πάνω στην παραβολή  f (x) = x2   όπου  t  ο χρόνος, 
έτσι ώστε να ισχύει   x΄(t) = – x(t).  Αν η εφαπτοµένη της   fC  στο  Α  τέµνει τον 

άξονα   x΄x   σε σηµείο  Β,  να βρείτε το ρυθµό µεταβολής της τετµηµένης του  Β  τη 
στιγµή κατά την οποία το  Α  έχει συντεταγµένες  (2,  4). 

Προτεινόµενη λύση 
Έστω   Α( Ax , Ay ) = Α( Ax , 2

Ax )  το τυχαίο  Α. 

Η εφαπτοµένη στο  Α  θα είναι   
    y – Ay  = f ′ ( Ax )(x – Ax ) 

και επαληθεύεται από τις συντεταγµένες του Β,  
δηλαδή         0 – Ay  = f ′ ( Ax )( Bx – Ax )      (1) 
Αλλά    f ′ (x) = (x2)΄ = 2x,   οπότε    f ′ ( Ax ) = 2 Ax  

Η    (1)   ⇒     – 2
Ax  = 2 Ax ( Bx – Ax ) 

                       –Ax = 2( Bx – Ax ) 

                       –Ax = 2 Bx  – 2 Ax  

                       Bx  = Ax
2

,   οπότε     Bx (t) = Ax (t)
2

 = x(t)
2

     (2) 

1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        ot  η  στιγµή κατά την οποία  το  Α  έχει συντεταγµένες  (2,  4).  

 2.     x = x(t) = Ax    

         y = y(t) = Ay = x2(t)         

3.      ∆ίνεται   x΄(t) = – x(t) 
                        x(ot ) = 2,     y( ot ) = 4 

 4.      Η   (2)    ⇒     Bx′ (t) = x (t)
2
′

 = x(t)
2

−  

         Για  t = ot    έχουµε  Bx′ ( ot )  = ox(t )
2

−
 = 2

2
−  = –1 
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Μ
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6. 
Σώµα  Σ  έλκεται µε σχοινί  ΣΛΜ ,  µε αποτέλεσµα  
να σύρεται επί του εδάφους πλησιάζοντας  τη βάση   
Κ  του στήλου   ΚΛ = 3 m  (σχήµα) .  Αν η ταχύτητα 
 της άκρης  Μ  του σχοινιού είναι  8 m/sec ,  να βρείτε  
την ταχύτητα του σώµατος  Σ  τη στιγµή κατά την  
οποία είναι  ΣΚ = 4m . 

Προτεινόµενη λύση 

1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        ot  η  στιγµή κατά την οποία   (ΣΚ) = 4 

2.     x = x(t)    η συνάρτηση που εκφράζει το µήκος  (ΣΛ) 
        y = y(t)   η συνάρτηση που εκφράζει το µήκος  (ΣΚ) 
 
3.     ∆ίνεται   x΄(t) = 8   και   y( ot ) = 4 

        Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό  µεταβολής  y΄( ot ) 

4.     Είναι    (ΣΛ 2) – (ΣΚ 2) = 23      ⇒       [x(t) 2]  – [y(t) 2] = 9 

                                             ([x(t) 2]  – [y(t) 2] )΄=  0 

                                                                   2 x(t) x́(t) – 2 y(t) ý(t) = 0  

                                                                   x(ot ) x΄( ot ) – y( ot ) y΄( ot ) = 0  

                                                                   x(ot ) 8 –  4 ý( ot ) = 0  

                                                                   2 x(ot ) – ý ( ot ) = 0     (1) 

Αλλά     [y( ot ) 2] + 23  = [x( ot ) 2]  

              24 + 23  = [x( ot ) 2]  

              25 = [x(ot ) 2]         

              x( ot )  = 5  

(1)   ⇒     2⋅5 –  ý ( ot ) = 0      ⇒      ý ( ot ) = 10 m/sec 
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7. 
Η τροχιά κινητού  Μ  είναι η γραφική παράσταση της συνάρτησης   f(x)  = 1

x
⋅  

Όταν το  Μ  έχει τετµηµένη  1,  να αποδείξετε ότι , ο ρυθµός µεταβολής της 

απόστασης του  Μ  από την αρχή των αξόνων  Ο , είναι µηδέν. 

Προτεινόµενη λύση 

1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        ot  η  στιγµή κατά την οποία  η τετµηµένη του  Μ  είναι  1. 

2.     x = x(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  την τετµηµένη του  Μ 
        y = y(t)   η συνάρτηση που εκφράζει την τεταγµένη του  Μ 
        d = d(t)   η συνάρτηση που εκφράζει την απόσταση του  Μ  από την αρχή των   
                       αξόνων  Ο 

3.     ∆ίνεται   x( ot ) = 1   άρα  και  y( ot ) = 
o

1
x(t )

 = 1
1

 = 1 

        Θέλουµε να αποδείξουµε ότι  d́ ( ot ) = 0 

4.    Είναι     y(t) = 1
x(t)

     ⇒       ý (t) = ( )1
x(t)

′
       

                                                      ý (t) = – 2
1

[x(t)]
 x΄(t)    

                                                      ý ( ot ) = – 2
o

1
[x(t )]

 x΄( ot )    

                                                      ý ( ot ) = – 2
1
1

 x΄( ot )   ⇒    ý ( ot ) = – x́ ( ot )     (1) 

 

Είναι     [d(t) 2]  = [x(t) 2]  + y(t) 2]     ⇒  

             ([d(t) 2] )΄ = ([x(t) 2]  + y(t) 2] )΄    

             2 d(t) d́(t) = 2 x(t) x́ (t) + 2 y(t) ý (t) 

             d( ot ) d΄( ot ) =  x( ot ) x΄( ot ) +  y( ot ) y΄( ot )     αλλά    d( ot ) = 2 21 1+  = 2  

            2  d΄( ot ) =  1⋅x΄( ot ) + 1⋅y΄( ot )    
(1)

⇒      2  d΄( ot ) = x΄( ot ) – x́ ( ot )  = 0 

                                                                                             άρα  d́ ( ot ) = 0 
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8. 
Έστω η παραβολή  f(x)  = x2 – βx + 1,  όπου  β  µεταβαλλόµενο µέγεθος που αυξάνει 

µε ρυθµό  3 µονάδες/sec.  Κάποια στιγµή  ot  η κορυφή  Μ  της παραβολής 

έχει τεταγµένη µηδέν.  Να βρείτε το ρυθµό µεταβολής της απόστασης του Μ  από την 

αρχή των αξόνων  Ο  κατά τη στιγµή  ot . 

Προτεινόµενη λύση 

Τετµηµένη του  Μ :    Mx  = 
2 1
−β−
⋅

 = 
2
β       (1) 

Τεταγµένη του  Μ :    My  = 
4
∆−
α

= 
2( ) 4
4

−β − αγ−
α

 = 
2 4
4

β −−  = 
24

4
−β       (2) 

Απόσταση  d  του  Μ από το  Ο :    d  = 2 2
M Mx y+   = ( )

22 24
2 4

 β −β+  
 

  

                                                                                   = 
2 2 416 8

4 16
β − β +β+   

                                                                                   = 
2 2 44 16 8

16
β + − β +β   

                                                                                   = 1
4

4 24 16β − β +           (3) 
1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 

2.     β = β(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  το µεταβαλλόµενο µέγεθος  β. 

       Mx = Mx (t)   η συνάρτηση που εκφράζει την τετµηµένη του  Μ. 

       My = My (t)   η συνάρτηση που εκφράζει την τεταγµένη του  Μ. 

        d = d(t)   η συνάρτηση που εκφράζει την απόσταση  ΟΜ. 

3.     ∆ίνεται   β΄(t) = 3   και   My ( ot ) = 0    

        Θέλουµε να βρούµε  τη  d́ ( ot ) 

4.    (3)   ⇒    d(t)  =  1
4

4 2(t) 4 (t) 16β − β +     ⇒     

                      d́(t)  = 1
4 4 2

1
2 (t) 4 (t) 16β − β +

 [β4(t) – 4 β2(t) +16]΄  

                       =  1
4 4 2

1
2 (t) 4 (t) 16β − β +

 [4β3(t)β΄(t) – 8 β(t) β΄(t)] 

       Άρα     d́ ( ot )  =  1
4 4 2

o o

1
2 (t ) 4 (t ) 16β − β +

 [4β3( ot ) β΄( ot ) – 8 β( ot ) β΄( ot )]     

(4) 
 

       (2)   ⇒    My ( ot ) = 
2

o4 (t )
4

−β
   ⇒     0 = 

2
o4 (t )

4
−β

  ⇒     β( ot ) = 2    ή    –2   

       •      Για  β( ot ) = 2,   η   (4)   ⇒     d́ ( ot )  =  1
4 4 2

1
2 2 4 2 16− ⋅ +

 [4⋅23⋅3 – 8⋅2⋅3]      
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                                                                          =  1
4

1
2 16 16 16− +

(96 – 48) 

                                                                          =  1
4
⋅ 1
8
⋅ 48  =  48

32
 = 3

2
 

       •      Για  β( ot ) = –2,   η  (4)   ⇒     d́ ( ot )  =  . . . . .  . . . = 3
2

−  

 
 
 
9. 
Οι δύο παράλληλες πλευρές ορθογωνίου αυξάνονται µε ρυθµό   2 cm/sec , ενώ οι δύο 

άλλες µειώνονται έτσι , ώστε το εµβαδόν του ορθογωνίου να είναι σταθερό  50 2cm .   
Να βρείτε : 
i)    Το ρυθµό µεταβολής της περιµέτρου του ορθογωνίου όταν το µήκος   
      της αυξανόµενης πλευράς είναι  5 cm. 
ii)    Τις διαστάσεις του ορθογωνίου τη στιγµή που ο ρυθµός µεταβολής της  
      περιµέτρου είναι µηδέν. 

Προτεινόµενη λύση 

i) 
1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
       ot  η  στιγµή κατά την οποία  το µήκος  της αυξανόµενης πλευράς είναι  5   

2.     x = x(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  το µήκος  της αυξανόµενης πλευράς 
        y = y(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  το µήκος  της µειούµενης πλευράς 
        Π = Π(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  το µήκος  της περιµέτρου 

3.     ∆ίνεται   x΄(t) = 2   και   x( ot ) = 5    

        Θέλουµε να βρούµε  τον   Π΄( ot )  

4.     Είναι   x(t) y(t) = 50    ⇒      (x(t) y(t))΄ = 0 

                                                      x΄(t) y(t) + x(t) ý (t) = 0 

                                                      x΄( ot ) y( ot ) + x( ot ) y΄( ot ) = 0 

                                                      2 y( ot ) + 5ý ( ot ) = 0     (1) 

        Κατά τη στιγµή  ot , το εµβαδόν παραµένει  50 ,  άρα    x( ot )⋅y( ot ) = 50   ⇒  

                                                                                          5y(ot ) = 50   ⇒   y( ot ) = 10    

         (1)   ⇒     2⋅10 + 5ý( ot ) = 0    ⇒     ý ( ot ) =  – 4 

         Είναι    Π(t) = 2 x(t) + 2 y(t)     ⇒      Π΄(t) = 2 x́ (t) + 2 ý (t)   
                                                                     Π΄( ot ) = 2 x́ ( ot ) + 2 ý ( ot )   

                                                                     Π΄( ot ) = 2⋅2 + 2⋅ (– 4) = 4 – 8 = – 4 

 
ii)  
Έστω  1t   η στιγµή που συµβαίνει   Π΄( 1t ) = 0. 
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Είναι    Π(t) = 2 x(t) + 2 y(t)     ⇒      Π΄(t) = 2 x́ (t) + 2 ý (t)   

                                                            Π΄( 1t ) = 2 x́ ( 1t ) + 2 ý ( 1t )   

                                                            0 =  2⋅2 + 2 ý ( 1t )   

                                                            ý( 1t )  = –2  

     Είναι   x(t) y(t) = 50    ⇒     (x(t) y(t))΄ = 0  
                                                  x΄(t) y(t) + x(t) ý (t) = 0 

                                                  x΄( 1t ) y( 1t ) + x( 1t ) y΄( 1t ) = 0 

                                                  2. y( 1t ) + x( 1t ) (–2) = 0 

                                                  y( 1t ) – x( 1t )  = 0 

                                                  y( 1t ) = x( 1t )  

 αλλά   x( 1t ) y( 1t ) = 50    άρα   x( 1t ) x( 1t ) = 50        

                                                   [x( 1t ) 2] = 50    

                                                   x( 1t ) = 50    άρα  και  y( 1t ) = 50  
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α

β β

Ζ

∆

Α

Ο

Β Γ

10. 
Σε ένα κύκλο µε ακτίνα  R = 1m  θεωρούµε σταθερό σηµείο  Α και δύο µεταβλητά 
σηµεία  Β,  Γ  ώστε το τρίγωνο  ΑΒΓ  να παραµένει ισοσκελές µε βάση  ΒΓ.  Αν τα 
Β,  Γ  αποµακρύνονται από το  Α  µε σταθερή ταχύτητα  2m/sec,  να βρείτε το ρυθµό 
µεταβολής του εµβαδού του τριγώνου  ΑΒΓ,  τη στιγµή κατά την οποία το τρίγωνο 
είναι ισόπλευρο. 
Προτεινόµενη λύση 

1.     Ανεξάρτητη µεταβλητή ο χρόνος  t. 
        ot  η  στιγµή κατά την οποία   το τρίγωνο είναι ισόπλευρο. 

 2.     β = β(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  το µήκος της πλευράς  ΑΒ 

         Ε = Ε(t)   η συνάρτηση που εκφράζει  το εµβαδόν  (ΑΒΓ) 

3.      ∆ίνεται   β΄(t) = 2   και   β( 0t ) = λ3 =  R 3  = 3   

         Θέλουµε να βρούµε  το ρυθµό µεταβολής   É ( 0t )  

4.      Στο τρίγωνο γνωρίζουµε ότι   Ε = 
4R
αβγ  = 

4 1
αββ
⋅

 =  
2

4
αβ      (1) 

         Θα εκφράσουµε την πλευρά α  συναρτήσει του  β. 

         Φέρνουµε το ύψος  ΑΟ∆   και  την  ΟΖ⊥ΑΒ 
         Πυθαγόρειο στο τρ. ΖΟΑ:   ΟΖ

2 =  ΟΑ
2 – ΑΖ

2  

                                                              = 12 – ( )
2

2
β  

                                                              = 1 – 
2

4
β   

                                                              = 
24

4
−β      

                                          Άρα     ΟΖ = 1
2

24−β  

         Τρ.  ΑΖΟ  όµοιο του  Α∆Β    ⇒     Β∆
ΖΟ

 = ΑΒ
ΑΟ

       

                                                                 
2

2
1 4
2

α

−β
 = 

1
β     άρα   α = β 24−β  

         Η  (1)   ⇒     Ε = 
2 2 4  

4
β −β β  = 1

4
 β3 24−β  

                              Άρα    Ε(t) = 1
4

 β3(t) 24 (t)−β  

Ε΄(t)  = 1
4

 ( ) ( )3 2 3 2(t) 4 (t)  (t) 4 (t)
 ′′β −β + β −β 
 

  

         = 1
4

 ( )2 2 3 2

2

13 (t) (t) 4 (t)  (t) 4 (t)
2 4 (t)

 ′′β β −β + β −β 
−β 

 

         =  1
4

 ( )2 2 3

2

13 (t) (t) 4 (t)  (t) 2 (t) (t)
2 4 (t)

 
′ ′β β −β + β − β β 

−β 
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         =  1
4

 2 2 4

2

13 (t) (t) 4 (t)  (t) (t)
4 (t)

 
′ ′β β −β − β β 

−β 
 

Οπότε    Ε΄( ot ) = 1
4

 2 2 4
o o o o o 2

o

13 (t ) (t ) 4 (t )  (t ) (t )
4 (t )

 
′ ′β β −β − β β 

−β  
 

                         = 1
4

 
2 2 4

2

13 3 2 4 3   3 2
4 3

 
− − 

 −
 

                         = 1
4

 118 1  18
1

 ⋅ − ⋅
 

 = 0 

 
 
 

 

 

 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 
 


